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35. Zur Kinetik des Diffusionsvorgangs bei Adsorptionsunter-
suchungen nach dem Zweielektrodenverfahren

von E.Schmidt und H. Siegenthaler
Institut fiir Anorganische, Analytische und Physikalische Chemie der Universitit Bern

(9. 1. 70)

Zusammenfassung. Die Kinetik des Transports der adsorbierbaren Spezies bei Adsorptions-
messungen nach dem Zweielektroden-Diinnschichtverfahren wird anhand eines linearen Diffu-
sionsmodells untersucht. Es wird die Losung des zugehorigen Differentialansatzes angegeben und
die Beziehung zwischen den an beiden Elektroden herrschenden Fliissen diskutiert. Ein Verfahren
zur Errechnung des Flusses an der Messelektrode aus Momentanwerten des Flusses an der Genera-
torelektrode durch Reihenentwicklung wird angefuhrt. Es wird nachgewiesen, dass die Existenz
eines zeitlichen Grenzwerts des Integrals iiber den Messelektrodenfluss die Existenz eines identi-
schen Grenzwertes des Generatorflussintegrals impliziert.

In einer vorangegangenen Mitteilung [1] ist ein elektroanalytisches Verfahren zur
Bestimmung der Oberflichenkonzentration eines Adsorbats der Ionenspezies M# an
ideal polarisierbaren Elektroden U beschrieben worden. Seine Wirkungsweise beruht
darauf, dass die zur Erhéhung der Oberflichenkonzentration um einen Betrag A7 er-
forderliche Menge der Adsorbatspezies durch einen Faraday’schen Prozess an einer
zweiten, beziiglich M? reversibel arbeitenden «Generator»-Elektrode M erzeugt wird
und daher, wenn dessen Ladungsstéchiometrie bekannt ist, iiber eine Stromintegral-
messung leicht ermittelt werden kann. Die Methode sollte, sofern geeignete Generator-
elektroden gefunden werden, universeller Anwendung fihig sein und sich in giinstigen
Fillen auch zur Untersuchung Faraday’scher M#-Durchtrittsreaktionen heranziehen
lassen. Da an der Gleichgewichtseinstellung innerhalb eines solchen Systems Transport-
schritte massgeblich beteiligt sind, liegt es nahe, den Abstand zwischen beiden Elek-
troden nach dem Prinzip der von Anderson & Retlley [2] vorgeschlagenen Zweielektro-
den-Diinnschichttechniken moglichst klein zu halten, so dass M? nur eine kurze
Elektrolytstrecke zu itberwinden hat, um vom Generator M zum Verbraucher U zu
gelangen.

Im folgenden wird die Kinetik dieses Transports anhand eines linearen Diffusions-
modells niher untersucht. Es wird zunéichst die Losung des zugehdrigen Differential-
ansatzes angegeben; sodann wird die Beziehung zwischen den an beiden Elektroden
herrschenden Fliissen von M# diskutiert, wobei das Relaxationsverhalten des Systems
die Wahl einer Diinnschichttechnik quantitativ zu begriinden erlaubt; schliesslich
wird ein Verfahren zur Errechnung von Momentanwerten des Flusses zur Elektrode U
aus den Werten des Generatorflusses angegeben.

1. Der lineare Diffusionsansatz und seine Losung. Gegeben seien (vgl. Fig.1) die
Elektroden U und M gleicher Fliche 4, die sich im Kontakt mit einer das Ion M= ent-
haltenden Elektrolytphase L im Abstand 8 planparallel gegentiberstehen. M besitze
die ortsunabhingige Anfangskonzentration ,c und werde dem Elektrolyten bei U mit
der Geschwindigkeit 7 entzogen.
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Messelekirode Elektrolyt £ Generator-
U M clck)fmde
Lo 4o
0 x

Fig.1. Fluss-Schema des Zweielektvoden-Systems
Bei M werde auf Grund des Durchtrittgleichgewichts (i) bei konstantem Elektro-
MM+ ze (i)

denpotential die M#-Anfangskonzentration aufrecht erhalten. Sofern der Elektrolyt-
raum zwischen beiden Elektroden iiberall den konstanten Querschnitt 4 aufweist,
lasst sich (in Abwesenheit von Elektrolytkonvektionen und bei Unterdriickung der
M-=-Uberfiihrung durch Leitsalziiberschuss) der M*Transport durch den Diffusions-
ansatz de 2%

o = DPon (L)

mit den Rand- und Anfangsbedingungen

c=, fir (=0 (konstante Anfangskonzentration) (1.2)
c=, fir x=9¢ (konstante Konzentration bei M) (1.3)
DA (—g%) ,=Jp fir x=0 (Fluss von M= bei U) (1.4)

beschreiben, wobei x den senkrechten Abstand von U, D den (konstanten) Diffusions-
koeffizienten von M? und ¢ = ¢, ,) seine ortsabhidngige Momentankonzentration an-
gibt. Der Ansatz (1.1 — 4) hat die Lésung [3]

€)= o€ — A1 07 Jiu* Dy 126, D1 6-2) (2.1)
bzw., bei x = 0,
Clo,pp = %y = o — A7 07 Jp* D0, promy (2.2)
mit [4]
o0
Doy, ) = 2 2 exp[—m?w (R+ 0,52 cos [(2k+ N mv], (3.1)
k=0
0
= (@a) 1 3 (—1)kexp [—w (v + £)¥] . (3.2)
k=-—o0

Das Symbol ««» bezeichnet die Faltung

t
fl(t)*fz(t):/fl(t—u) faw Aot .
0

Aus (2.1) und (3.1) bzw. (3.2) folgt fiir den Fluss aus der Generatorelektrode heraus,

d.h. fur
. 0 ..
7g(t) = DA (O—Z)t fiir x=90 R
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sofort
Totp = —DO71 g * (0192(;:/23, Dta—ﬂ)/ox)t x=0
oder
Toto = D872 10 * B prosy 4
mit
— o
Hy=2m 2 (—=)* (& + 0,5) exp [-7® w (k + 0,5)%] w >0, (5.1)
K=o
o0
= 12 w‘3/22 (—=0* (& + 0,5) exp [—w™ (& + 0,5)2] fir w (5.2)
K=-ow
Werte der Funktion &, sind in der Tabelle zusammengestellt.
Tabelle der Funktionen & w wnd O,
w 9, 0, w & » e,
0 0 0,000 0,5 0,915 0,629
0,02 0,001 0,000 0,6 0,715 0,710
0,04 0,136 0,001 0,7 0,559 0,774
0,06 0,595 0,008 0,8 0,436 0,823
0,08 1,095 0,025 0,9 0,341 0,862
0,10 1,464 0,051 1,0 0,266 0,892
0,15 1,834 0,136 1,5 0,078 0,969
0,20 1,807 0,228 2,0 0,023 0,991
0,25 1,659 0,315 3,0 0,002 0,999
0,30 1,467 0,393 5,0 0,000 1,000
0,35 1,321 0,463
0,40 1,170 0,526

Gl. (2.2) ldsst sich mit Hilfe der Thetabeziehung [5]

nach 7, auflésen, indem beim Falten mit &, p;s-) folgt

Ist °,, differenzierbar und hat den Grenzwert

so ergibt sich nach bekannten Differentiationsregeln 6]
SATI D gy = (£ —
Unter der #,-Funktion wird die Reihe

[s.e]
193(1.!,111) =1 + 2 ZGXP [“7'52 k2 WJ cos2kmuv=
K=1

verstanden.

292(0,a 0¥ Paig,an = a2t

im Oy = ©
Iim %y = %c,

(@ = const)

AT D1 jpx 1 = (6 — %p)* B30, pro-sy -

20) Q93(0,Dt¢5—f') — (0%,/0f)% P, (0, Dto-2)

(6)

w2 37 exp [— (v + A2 ]
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Man kann unter Zuhilfenahme der Laplace-Transformierten der betreffenden -
Funktionen {4] leicht zeigen, dass

293(0,a ok By p=al ﬁo(o,a D) {7)
mit

o0
Fo,y =1+ 2 2 (—D*exp[—n? k2 w]cos2kmv,
k=1

= (w 7)1 f exp [—w (v+ &+ 0,5)% .

k=~
Unter Beriicksichtigung von (7) resultiert dann fiir j,,), wenn man (6) mit (4)
vereinigt,
7'2(;) 0AI D = (e — %) 190(0, Doy (0%pf0t)* 190(0, DoY) + (8)

Die Differenz beider Fliisse (6) und (8) vereinfacht sich mit dem durch Vergleich
der entsprechenden Reihen leicht zu verifizierenden Additionstheorem

Pa00,00 — Doto,a 0 = 2 Pof0,400
za

(I — jg(t)) 0AI D1 =2 (¢ — 20) 192(0,41):54) — 2 (0%(,[0t) * 92(0,41» 52 - )

Wenn im einfachsten Fall
o, = % = const,

verschwinden die die Ableitung 0%/0¢ enthaltenden Terme in (6), (8) und (9), und die
betreffenden Flusstransienten sind den Thetafunktionen &;, &, und &, proportional.
Der Verlauf dieser Funktionen ist in Fig. 2 dargestellt.

2. Der Zusammenhang zwischen den Fliissen j,) und j ). Wie Gl. (4) zeigt, bewirkt
die Diffusion der Spezies M# durch den Elektrolyten hindurch eine Ubertragung des
Fluss-Signals 7,, von der Messelektrode U auf die Generatorelektrode M, wo es, in

Form der Faltung mit &, als Antwortsignal j,,) erscheint.
!

24
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Fig.2. Veriauf der Funktionen 93 (), ¥ (o) » B0 ) # (w) wnd O ()
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Die Kinetik dieser Signalitbermittlung wird durch das Sprungantwortverhalten
des Systems illustriert.

Hat j,) die Form des Einheitspulses %, d. h.

0 fir ¢=0

Ty = iy =
fir ¢£>0
so ergibt sich aus (4)
fg(t? = Dj~2 ﬁ(Dt s * 1, = @(Dtd~-) » (10)
wobei
0= |7 Q=123 CD e (405
(w) — @) - nk~1 E+0,5 P » -
4 -

O, nimmt einen sigmoidihnlichen Verlauf (vgl. Tabelle und Fig.2) mit Wende-
punkt bei w = 0,15 (entsprechend dem Maximum von ;) und strebt monoton gegen
den Grenzwert 1, wobei die Anstiegszeit fgp0, in der Grossenordnung

foge, = O3[D

liegt. Soll der stationdre Zustand j =~ j, =~ 1 innerhalb der iiblichen Zeitspanne lang-
samer chronoamperometrischer Messungen (¢, &= 10 s) erreicht werden, darf der
Elektrodenabstand 6 bei D-Werten um 10-% cm? s~ eine obere Grenze von ca. 10~2 cm
nicht tiberschreiten, was etwa dem Dimensionierungsbereich elektroanalytischer
Diinnschichtverfahren entspricht. Die iibertragungskinetischen Eigenschaften des
Systems fiihren somit notwendig zur Wahl von Diinnschichttechniken bei der prakti-
schen Ausfithrung von ¢ — j,-Messungen.

Generell gibt 7 (,), wegen lim B = 0und lim @, = 1, die Erregung j,) um so
w00 w—>00
weniger verzerrt wieder, je grosser Dé-2. Sofern ein in ¢ > 0 stetiges und bis zum

Nullpunkt absolut integrables,, vorgegeben wird, gilt beim Grenziibergang Dé—% - oo

sogar
D4 Teto T

Von praktischer Bedeutung ist eine unabhingig von der Linearausdehnung 6 des
Diffusionsraumes giiltige Grenzwertbeziehung zwischen den Fliissen 7 und j,:

Hat das zeitliche Integral iiber 7, einen Grenzwert fiir { > oo, so besitzt das
Integral iiber 7,(,, den gleichen Grenzwert, d.h. es gilt

/@m&=9, (11.1)

wenn

f o df = Q = const . (11.2)
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Zum Nachweis bildet man das Integral {iber 7, nach Gl. {(4):

t
/ To @6 = DO 2y ¥ Dpsay ¥ 1= 7 * O psay -
)

Unterteilt man den Integrationsbereich der @-Faltung in geniigender Entfernung
von den Grenzen 0 und ¢ in zwei Teilintervalle (0, 2¢) und (%¢,£) mit 0 € &£ <€ 1, und
wendet unter Berficksichtigung der Monotonie von @, auf beide den II. Mittelwert-
satz der Integralrechnung an, so erhidlt man (mit @, = 0)

t “y kt Uy
/ 7‘g(u) du = @(D 5-21) / Teo o + @(D 52(1— k)t)/ T Aot + @(D 5-2(1 - k)t) / Te dut
I 0 u, kt

mit 0Lk,

wobel #, und #, passende Abscissenwerte in den Intervallen (0, %) und (k¢,¢} angeben.
Da beim Grenziibergang ¢ > oo

tl_lfgj O sy = tllfg Opss-ny =1
und (unter der Voraussetzung (11.2))

o
Kt

lim / jipdie = 0 (uy > k1),

folgt daraus, wie in (11.1) behauptet,

-} Uy ki
/ Totn A = / oo du + Hm / Twau
0 )] U,

0

= / fodt=0Q gemiss (11.2) .

0

Wenn bekannt ist, dass an der Messelektrode auch beil gegen oo strebender Ver-
suchszeit ein endlicher Gesamtumsatz der diffundierenden Spezies M2 getdtigt wird,
lisst sich dessen Wert Q demnach als Grenzwert des Generatorflussintegrals ermitteln.
Letzteres ist dabei, infolge der fixen Ladungsstéchiometrie des Generatorvorgangs (i),
dem Integral iiber den zugehérigen Elektrolysestrom ¢, proportional:

t t
/ Tatw A = (z F)7? / Totw Aot -
) 0

Eine solche Grenzwertbestimmung liegt den frither beschriebenen Versuchen [1] zur Messung
adsorptionsbedingter Stoffumsitze zugrunde. Der Nachweis der (dort ohne rigorose Begrindung
vorausgesetzten) Existenz von Flussgrenzwerten bei der Einstellung des Adsorptionsgleichgewichts
werde hier fiir den Spezialfall der Polarisation durch ein monoton dem Endwert E zulaufendes
Potentialsignal erbracht:

Beschreibt man den momentanen Adsorptionszustand der Messelektrode durch eine Beziehung
Fg,r, o) = 0 zwischen der Oberflichenkonzentration I” der Adsorbatspezies M# ihrer Kon-
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zentration % im Elektrolyten an der Phasengrenze zur Elektrode, und dem Elektrodenpotential
E mit dem Differential
d% = K, dl'+ K, dE, (12)1)

(wobei K; = (0%/0I")g, K, = (0°%/0E) )
und setzt den Fluss j(, der zeitlichen Anderung von I gleich, d.h.
Jip 47t = dlde, (13)3)

so ldsst sich (12) unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung (1.2) nach der Zeit integrieren und
mit der Losung (2.2) des Diffusionsansatzes (1.1 —4) vereinigen:

t

/ (KA jiy+ KpdE[dE] dt =%~ c = — A" 37 jiy* §2(0, Dray) (14)

0
Unter den plausiblen Annahmen

K, >0
(2~ Zunahme von I" mit steigender M#Konzentration unter Ausschluss einer I-Anderung bei
gleichbleibendem %)
und
K, = — (0%/0I)g (OTJOE),,

i

— K (0IJ0E),, | >0  fur Kationen M=
< (0  fiir Anionen M#

folgt aus (14) eine Vorzeichenregel fir j(,, bei monotonem E, und zwar ist fir Kationen (Anionen)
M=
< (<)0 bei dE/dt< 0 (monoton kathodisch steigendes E) ,

(>)0 bei dE/dt>0 (monoton anodisch steigendes E) ,

j(t)

da jede andere Vorzeichenannahme (einschliesslich Zeichenwechsel im Integrationsbereich) zu
einem Vorzeichenwiderspruch in Gl. (14) fithren wiirde, wie man durch Einsetzen entsprechender
J(y-Ansétze in die genannte Gleichung leicht nachweist. Im Verein mit der Monotonievorausset-
zung

E,=1,E far t=0, (15)
E fur  t->oo, sign(dE/d#) = sign(,E-— E)

wird dadurch jedoch zugleich festgelegt, dass ein Grenzwert
¢
li iy du =0, Hm j,3 =0
fm [iwde=0,  Jim ji

existiert, da andernfalls die linke Seite von (14) in einem dem Vorzeichen der rechten Seite entge-
gengesetzten Sinn tiber alle Grenzen wachsen wiirde. Weil

w
lim [ Syowdu=1 mit Lim Sy0,e=0 und dby,ldw <0,
folgt mit den genannten Grenzwerten und Vorzeichenregeln aus (2.2), wenn man das dortige
Integrationsintervall bei #/2 unterteilt und unter Anwendung des I. Mittelwertsatzes (mit
0 < u < t/2) zur Grenze {—> oo tibergeht, ferner

Jim 1% =g | <1 Q lim D20, piasny | AT 4| M iz 4wy [647 D =0,

1) Die impliziert reversible Adsorption ohne Hemmung des Durchtritts durch die dussere Helm-
holtz-Ebene.

2} Dies gilt streng nur, wenn die Adsorption in der diffusen Doppelschicht keine Rolle spielt und/
oder letztere zu einem zweidimensionalen Ladungsfilm degeneriert. Derartige Bedingungen
sind in Gegenwart eines starken Leitsalziiberschusses niherungsweise erfiillt.
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so dass das Integral iiber j(;, und damit auch Q unter Berficksichtigung von (15) und (13) der
Differenz

C,u

Jim Of J dw = Jim Lpe, £y = Tit-0) = Ige, 0= I,

also dem I'-Zuwachs bei der Potentialverschiebung von  E auf E mit konstanter, durch das Gene-
ratorelektrodengleichgewicht (i) gegebener M#Konzentration ,¢ entspricht.

Der Grenzwert des Generatorfluss- bzw. stromintegrals existiert dann nach (11.1, 2) ebenfalls
und hat den gleichen Wert.

3. Zur Evwittlung des Flusses an der Messelektrode aus einem gegebenen Genevatoy-
fluss. Die GI. (4) stellt eine Integralgleichung L. Art fiir j,) bei gegebenem j,,) dar. Der
iibliche, iiber die Umwandlung in eine Gleichung II.Art fithrende Losungsweg [7] ist
hier jedoch nicht gangbar, da der Kern 9 ps—), wie gliedweises Ableiten der Reihen
(5.1) und (5.2) zeigt?), die Eigenschaft

lim §) = lim d° Bipdwm = 0

besitzt. Hingegen liefert folgende Behandlung des j/j,-Zusammenhangs wenigstens
mit in Bereichen (¢ — A¢, #) analytischem j,, ein brauchbares Resultat:

Das (zumindest uneigentlich integrable) j(,) werde nacheinander mit den Funk-
tionen s

Un(t) D"(Zn) dr @(tDé g)/dt (?’L = 0,1,2 .. ) (1b>

gefaltet und die entsprechenden Integrale mittels (10), (4), (16) sowie der Differentia-
tionsregel

d
37 [Fao* Fapl = (AF/dt) * Fyp + Fyp Fan

(F, integrabel, F, differenzierbar, F, > F,, fiir £ > 0)
umgeformt:

§2n §2n dnr

Unio * 10 = Drzn)l ar dt,. [Dd ﬁmo—z) * 1} % = Drizn)] am et * 17 a7

Da die Summe U, = 2 U, in ¢t > 0 gleichmissig gegen 1 konvergiert:
n=0

1 fir ¢>0,%
Uy=
fir t=0,9

darf beim Aufsummieren von (17) in einem Intervall 0 < v < ¢ — At Integration und
Summation vertauscht werden [8], so dass

S ar = . o o . ® ¢ .
Bigmt am Uso* 1] = 2 Uwo*in=2/ / Ui T do + ] / Unie-o T @0
n=0 n=0 n:OO n=0 A
1 - At
= _/7@) dv + Z/Un(t » Jdv . (18)

t—At

3) Die Reihen und ihre gliedweisen Ableitungen konvergieren gleichméssig in ¢ > 0.
4} Beweis durch gliedweise Entwicklung.
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Die gleiche Vertauschung ist fiir die einzelnen Integrale der verbleibenden j-Fal-
tungssumme zuldssig, wenn sich j, im Integrationsbereich durch die Taylor’sche
Reihe

m (At-z .
T-2 = 27&3 41} e mit 0Lz At (19

m!

darstellen lisst. Dann ist

t A4 At
o0 . o0 . x o0 . At—- m
D) / Upii=o o dv = 3] / U J-n 42 = 2 20 / Una *(—7,,—.2)— dz. (20
"=0t—dt n=06 =0m=0 b )

Da ferner
t—z)m "
X [ Ui T dz = YU (e 08y )
=¥ -
At mHl
T m+nr )

folgt unter Vertauschung der beiden Summierungen in (20) und mit (19)

t

At
2/ U= Tt dv = 27@4:) 1 /7(t—z) dz = /7(» dv.

4t t— At

Dies ldsst sich in (18) substituieren, so dass schliesslich

1
: o g2 dn
/7(1;) dv = Z;D"(Zn)! dgn [7g(t)*1] .
0 "=

Daj,(,) *1 nichts anderes ist als das Flussintegral an der Generatorelektrode, erhalt
man somit unter der Voraussetzung (19) die gesuchte Losung von (4) in Form des
Integrals iiber 7, als Reihe nach steigenden Ableitungen von j,,, d.h.

|3
. . ot . o djgn 6 A%
/7(v>d”=f7g(v>d”+ 21D a0 T e éz' + 5o dtgzt T (21)
0 0

Vorstehende Umformung einer Integralgleichung I. Art ist einer Potenzreihenentwicklung der
Laplace-Transformierten des Kerns dquivalent und wird als solche z. B. von Doetsch angefiihrt [9],
der diese Methode auf die L.osung des Bolometerproblems der Wirmeleitung anwendet [10]. Ls-
sungen, die primir iber eine Transformation der Integralgleichung in den Laplace-Unterbereich
gewonnen werden, bediirfen aber einer nachtriglichen Best4tigung durch entsprechende Konver-
genzuntersuchungen {9].

5) (*f)*k ist die k-malige Faltung mit f, (*1)** demnach die k-fache Integration.
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Bei der Anwendung von (21) auf experimentell ermittelte 7, (,) darf allerdings nicht
verkannt werden, dass die Konvergenz der Reihe durch das bekannte «Aufschaukeln»
von Messfehlern beim numerischen Differenzieren beeintrachtigt werden kann und
von Fall zu Fall anhand der vorliegenden Messdaten gepriift werden muss. Hingegen
rechtfertigt sich ein «quasistatischery Ansatz

1 1
/ T dv = / Tgt dv
0 0

stets dann, wenn j,,, in einem grésseren Intervall in der Umgebung von £ hinreichend
genau durch 7,(,) = 0 approximiert wird.

Wenn j,(,) und alle Ableitungen bei ¢ - co verschwinden, geht (21) in (11.1, 2)
iiber.

Es sei noch bemerkt, dass auf ganz analogem Wege unter Zuhilfenahme von (2.2)
ein Reihenansatz fir die Differenz der M*-Konzentrationen an der Mess- und Genera-
torelektrode gefunden wird:

6 T. & digy & A
0 — _Z_ /g . a2 A0
o€ T 0 = [7g(i) T D3 Ta D51 ag : ]

Ein Reihenabbruch nach dem ersten Glied entspricht dem von Anderson & Reilley
[2] benutzten stationdren Ansatz.
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